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PRE´SENTATION DES GROUPES DE TRESSES PURS ET DE
CERTAINES DE LEURS EXTENSIONS
FRANC¸OIS DIGNE
1. Introduction et notations
Dans cet article on e´tudie par des me´thodes combinatoires la pre´sentation du
groupe de tresses purs associe´ a` un groupe de Coxeter quelconque. On ge´ne´ralise
a` tous les types le de´vissage du groupe de tresses pur en produits semi-directs
successifs, (connu dans le cas du type An, cf. par exemple [[Bi], 1.8.2] ou [[H],
appendice par Gædde]). On montre en particulier que pour le type Bn on a (comme
pour An) une suite d’extensions de groupes libres.
Dans ce qui suit (W,S) est un syste`me de Coxeter et B+W (resp. BW ) est
le mono¨ıde de tresses (resp. le groupe de tresses) correspondant. Rappelons les
de´finitions. Pour s et t dans S, notons ms,t ∈ N ∪ {∞} l’ordre de st dans W et
soit S un ensemble en bijection avec S, la bijection e´tant note´e s 7→ s. Avec ces
notations B+W (resp. BW ) est le mono¨ıde (resp. le groupe) engendre´ par S avec
comme seules relations st . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t
= ts . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t
, pour tout s ∈ S et tout t ∈ S.
On a donc un morphisme canonique p de BW dansW qui envoie s sur s. On note
PW le noyau de p (groupe de tresses pur). On a aussi un homomorphisme canonique
j : B+W → BW (dont on ne sait pas en ge´ne´ral s’il est injectif). La surjection p ◦ j a
une section canonique obtenue en relevant les e´critures re´duites des e´le´ments de W
(c’est inde´pendant de l’e´criture re´duite). On de´signe par w le releve´ dans B+W de
w ∈ W par cette section, ainsi que son image dans BW . On note BredW l’ensemble
des releve´s par la section des e´le´ments de W , ou l’ensemble de leurs images dans
BW (ces deux ensembles sont mis en bijection par j). L’ensemble B
red
W est constitue´
des e´le´ments s1s2 . . . sk dont l’image dans W est de longueur k.
Si b est un e´le´ment de BW de la forme b = s
ε1
1 s
ε2
2 . . . s
εk
k , avec εi = ±1, on pose
b˜ = sεkk . . . s
ε2
2 s
ε1
1 . Cet e´le´ment est bien de´fini, inde´pendamment de la de´composition
de b en produit de ge´ne´rateurs car les relations de de´finition de BW sont invariantes
par retournement des mots. Si I est une partie de S on note WI le sous-groupe
(parabolique) de W engendre´ par I. Si I est un partie sphe´rique de S (c’est-a`-
dire si WI est fini), on note wI l’e´le´ment de plus grande longueur du sous-groupe
paraboliqueWI engendre´ par I ; on notera I la partie de S correspondant a` I et wI
le releve´ dans BredW de wI . Nous serons amene´s a` utiliser souvent le lemme d’e´change,
ou plutoˆt une version adapte´e au mono¨ıde de tresses qui est
Lemme 1.1. Soient s et t dans S et soit b ∈ BredW ; si sb ∈ B
red
W et bt ∈ B
red
W mais
sbt 6∈ BredW alors sb = bt.
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2. La fonction N
Soit T l’ensemble des re´flexions deW , c’est-a`-dire des conjugue´s des e´le´ments de
S.
Proposition 2.1. (i) Il existe une application N : BW → ZT telle que
N(sε11 s
ε2
2 . . . s
εk
k ) =
i=k∑
i=1
εis1s2 . . . si−1sisi−1 . . . s1,
ou` si ∈ S et εi = ±1.
(ii) L’application b 7→ (N(b), p(b)) est un homomorphisme de groupes de BW
dans ZT ⋊W , ou` l’action de W sur ZT e´tend line´airement l’action de W
sur T par conjugaison.
De´monstration. Nous allons montrer qu’il existe un homomorphisme de groupes
f : BW → ZT ⋊ W qui envoie s ∈ S sur (s, s). La composition de f avec la
projection sur la premie`re composante donne alors une application N qui ve´rifie
(i). Pour montrer l’existence de f il suffit de ve´rifier les relations de tresses c’est-
a`-dire de montrer que pour tout couple (s, t) d’e´le´ments de S on a la relation
f(s)f(t) . . . = f(t)f(s) . . ., ou` il y a ms,t facteurs dans les deux membres. Or dans
le produit semi-direct ZT ⋊W la premie`re composante de (s, s)(t, t) . . . (avec ms,t
facteurs) est la somme de toutes les re´flexions du groupe die´dral engendre´ par s et
t et la deuxie`me composante est l’e´le´ment de plus grande longueur de ce groupe
die´dral. On trouve donc le meˆme re´sultat quand on intervertit s et t, d’ou` la relation
et la proposition. 
Lemme 2.2. Le restriction de N a` PW est un homomorphisme compatible avec les
actions de BW respectivement par conjugaison sur PW et par conjugaison a` travers
p sur T .
De´monstration. La restriction de (N, p) a` PW est simplement la restriction de N ,
d’ou` les deux assertions. 
Lemme 2.3. L’image de PW par N est 2ZT .
De´monstration. Le groupe PW est engendre´ par les conjugue´s des carre´s des re´flexions
par de´finition, donc son image par (N, p) est incluse dans le plus petit sous-groupe
normal contenant les images des carre´s des re´flexions qui sont les (2s, 1) et qui sont
dans le sous-groupe normal 2T ×{1} de ZT ⋊W . Dans l’autre sens, pour tout s ∈ S
et tout n ∈ Z l’image de s2n ∈ PW est 2ns. Comme l’image N(PW ) est stable par
action de W , elle contient donc 2ZT , d’ou` l’e´galite´ cherche´e. 
Par passage au quotient par PW on obtient un homomorphisme (N, Id) : W →
Z/2ZT ⋊W . Il est connu que l’application N est injective (cf. [[Dy], chapitre 1],
par exemple). On sait aussi que l’image de N , conside´re´e comme un ensemble de
parties de T est caracte´rise´e par le fait d’eˆtre admissible au sens suivant (cf. [[Pa]],
ou` cela est fait dans un cadre un peu plus restrictif mais facile a` ge´ne´raliser) :
De´finition 2.4. Une partie finie de T est dite admissible si elle correspond a`
un ensemble de racines positives clos par combinaison line´aire a` coefficients re´els
positifs et dont le comple´mentaire dans les racines positives est aussi clos.
On a alors
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Proposition 2.5. L’image de (N, p) est l’ensemble des (x,w) tel que l’image de x
modulo 2 soit N(w). L’image de N est l’ensemble des e´le´ments de ZT dont l’image
modulo 2 est admissible.
De´monstration. La deuxie`me assertion est conse´quence de la premie`re. La proprie´te´
rappele´e plus haut de l’image de N montre que l’image de (N, p) est incluse dans
l’ensemble de l’e´nonce´. Montrons l’inclusion en sens inverse. Si l’image A modulo
2 de A ∈ ZT est e´gale a` N(w) pour un certain e´le´ment w ∈ W , relevons w par
w ∈ BredW ; on a N(w)− A ∈ 2ZT . Donc par le lemme 2.3 il existe p ∈ PW tel que
N(p) = N(w)−A, ce qui implique N(p−1w) = A par 2.1 (ii). 
Proposition 2.6. Le noyau de (N, p) est le de´rive´ du groupe de tresses pur et la
restriction de N a` PW est l’homomorphisme canonique de PW dans son abe´lianise´.
De´monstration. Le noyau de (N, p) est inclus dans PW . La restriction de (N, p)
a` PW qui est la restriction de N est un homomorphisme PW → 2ZT . Le noyau
contient donc le de´rive´ de PW et N se factorise donc par l’abe´lianise´ de PW . Pour
obtenir le re´sultat il suffit de trouver un ensemble de ge´ne´rateurs de PW qui s’envoie
bijectivement sur une base de 2ZT . La proposition suivante nous fournit un tel
ensemble, d’ou` le re´sultat. 
Proposition 2.7. Pour tout choix d’un ensemble de couples (w, s) ∈ BredW × S tel
que les e´le´ments wsw˜ ∈ BredW parcourent l’ensemble des releve´s des re´flexions de W
les e´le´ments ws2w−1 engendrent PW .
On retrouve ainsi le re´sultat connu pour les groupes de tresses de type fini (y
compris ceux associe´s a` des groupes de re´flexions complexes, cf. [[BrMaRo], 2.2])
que l’abe´lianise´ de PW est le groupe abe´lien libre engendre´ par les re´flexions de W .
De´monstration. Appliquons la me´thode de Reidemeister-Schreier ([[J], chapitre 9])
au sous-groupe PW de BW . Le quotient e´tantW , on peut prendre comme repre´sentants
des classes modulo PW les e´le´ments de B
red
W . On en de´duit que PW est engendre´
par les vsq(vs)−1, ou` v de´crit BredW , s de´crit S et ou` q est la section de p. Or si
l(vs) < l(v), on peut e´crire v = ws avec w ∈ BredW et l’on a vsq(vs)
−1 = ws2w−1.
Si l(vs) > l(v), on a vsq(vs)−1 = 1. Donc PW est engendre´ par les ws
2w−1 avec
l(ws) > l(w). Nous devons voir qu’on peut se limiter aux w et s tels que wsw˜ soit
dans BredW et parcoure un ensemble de releve´s des re´flexions de W . C’est l’objet des
deux lemmes suivants.
Lemme 2.8. Si t et t′ sont deux e´le´ments de S et w et w′ deux e´le´ments de BredW
tels que wtw˜ = w′t′w˜′ ∈ BredW , alors wtw
−1 et w′t′w′−1 sont conjugue´s par un
produit d’e´le´ments de la forme vs2v−1 avec s ∈ S, vs ∈ BredW et l(v) < l(w).
Lemme 2.9. Si w ∈ BredW et s ∈ S sont tels que ws ∈ B
red
W et wsw˜ 6∈ B
red
W , alors
ws2w−1 est produit d’e´le´ments de la forme vt±2v−1 avec t ∈ S, l(v) < l(w) et
vtv˜ ∈ BredW .
Avant de de´montrer les lemmes, rappelons le re´sultat de Dyer :
Lemme 2.10. [[Dy], 1.4] Si s1 . . . s2n+1 est une de´composition re´duite d’une re´flexion
de W alors cette re´flexion s’e´crit aussi s1 . . . snsn+1sn . . . s1.
De´monstration du lemme 2.8. Puisque wtw˜ = w′t′w˜′ dans le mono¨ıde B+W , on
passe d’une e´criture re´duite correspondant a` la de´composition en produit comme
4 FRANC¸OIS DIGNE
dans le membre de gauche, c’est-a`-dire forme´e par concate´nation d’une e´criture
re´duite de w, de t et d’une e´criture re´duite de w˜ a` une e´criture re´duite analogue cor-
respondant au membre de droite par une suite de relations de tresses. Pre´cise´ment,
il existe une suite de triplets que nous supposerons non redondante (vi, si,wi), i =
1 . . . n tels que vi et wi soient dans B
red
W et de meˆme longueur, que si ∈ S, que
(v1, s1,w1) = (w, t, w˜), que (vn, sn,wn) = (w
′, t′, w˜′), que visiwi = vtw˜ pour
tout i et que l’on passe de chaque triplet au suivant en appliquant une seule rela-
tion de tresse a` une e´criture de visiwi obtenue par concate´nation d’une e´criture de
chacun des trois termes puis par rede´coupage en trois termes de l’e´criture obtenue.
L’image dans W de tous les produits visiwi est la meˆme re´flexion et par 2.10 on
voit que wi = v˜i. On passe de vi−1si−1v˜i−1 a` visiv˜i en appliquant une relation de
tresses qui fait intervenir le facteur si−1 car on a suppose´ la suite de triplets non
redondante. C’est donc la relation entre s et si−1 pour un certain s ∈ S. Comme
vi−1si−1v˜i−1 est dans B
red
W l’e´le´ment vi−1 ne peut pas eˆtre divisible a` droite par
un e´le´ment de longueur plus grande que
[
ms,si−1−1
2
]
du mono¨ıde engendre´ par s
et si−1. Donc ms,si−1 est impair et on a si = s. Conside´rons alors la suite visiv
−1
i
d’e´le´ments de BW . Pour prouver le lemme nous montrons qu’on passe d’un terme
de cette suite au terme suivant par une suite de conjugaisons comme dans l’e´nonce´ :
un terme de la suite est de la forme xst . . .u . . . t−1s−1x−1 ou` u vaut s ou t suivant
la parite´ de
ms,t−1
2 . Ce terme est e´gal a` xt
−1s−1 . . .u′ . . . stx−1, ou` u′ vaut t ou s
suivant que u vaut s ou t. On peut l’e´crire
x
t
−2.xts−2.xtst−2...(xts . . .u′ . . . s−1t−1x−1).
Ceci donne le re´sultat puisque le terme suivant de la suite est xts . . .u′ . . . s−1t−1x−1.

De´monstration du lemme 2.9. On fait une re´currence sur l(w). Si wsw˜ n’est pas
dans BredW , e´crivons w = s
′w1. On peut appliquer l’hypothe`se de re´currence a`
w1s
2w−11 : cet e´le´ment est produit d’e´le´ments de la forme (resp. est de la forme)
vt2v−1 avec vtv˜ ∈ BredW et l(v) < l(w1) < l(w) (resp. l(v) < l(w)). Donc ws
2w−1
est produit des s′vt2v−1s′−1. Pour un tel terme, si s′vtv˜s′ est dans BredW , on a fini
(ceci ne se produit pas si v = w1). Sinon, faisons deux cas selon que s
′vt est ou
n’est pas dans BredW . Si cet e´le´ment n’est pas dans B
red
W , il y a deux possibilite´s
(cf. 1.1) : ou bien s′v = vt et alors s′vt2v−1s′−1 = vt2v−1, et on a fini ; ou bien
v = s′v′ et s′vt2v−1s′−1 = s′2v′t2v′−1s′−2 et on finit en appliquant l’hypothe`se de
re´currence a` v′t2v′−1. Si s′vt ∈ BredW , alors faisons de nouveau deux cas : ou bien
s′vtv˜ 6∈ BredW ou bien s
′vtv˜ = vtv˜s′ (toujours par 1.1).
• Dans le premier cas le lemme d’e´change dit que vtv˜ = s′vt˜ˆv, ou` vˆ s’obtient
en supprimant un ge´ne´rateur dans l’e´criture de v. On peut alors appliquer 2.10
qui montre que vtv˜ = s′ut′u˜s′, ou` v = ut′ avec u ∈ BredW et t
′ ∈ S. Par 2.8, on
en de´duit que vtv−1 est conjugue´ de s′ut′u−1s′−1 par un produit d’e´le´ments de la
forme xr2x−1 avec r ∈ S, xrx˜ ∈ BredW et l(x) < l(v). On en de´duit que s
′vt2v−1s′−1
est conjugue´ de s′2ut′2u−1s′−2 par un produit d’e´le´ments de la forme s′xr2x−1s′−1
avec l(s′x) < l(w), ce qui permet de terminer ce cas par re´currence.
• Dans le deuxie`me cas, on passe de s′vtv˜ a` vtv˜s′ par l’application d’une suite
de relations de tresses (ces e´le´ments sont e´gaux et sont dans BredW ). Conside´rons
la premie`re relation dans cette suite qui fait intervenir s′ : il existe r divisant a`
gauche vtv˜ dans BredW tel que cette relation soit la relation entre s
′ et r, c’est-a`-dire
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que vtv˜ a une e´criture dans BredW qui commence par w
′
s′,r, ou` w
′
s′,r est de´fini par
ws′,r = s
′w′
s′,r. On a alors ou bien
(a) vtv˜ = w′
s′,r
ou bien
(b) vtv˜ = w′
s′,rxux˜w˜
′
s′,r pour un certain x avec l(x) < l(v), u ∈ S et s
′ ou r,
suivant la parite´ de ms′,r commute a` xux˜ d’apre`s 1.1.
Dans le cas (a), posonsms′,r = 2k, on a s
′vtv−1s′−1 = s′rs′ . . .︸ ︷︷ ︸
k+1
. . . r−1s′−1r−1︸ ︷︷ ︸
k−1
s′−1,
ce qui, d’apre`s la relation de tresses, vaut r−1s′−1r−1 . . .︸ ︷︷ ︸
k−1
. . . rs′r︸ ︷︷ ︸
k
, et par le meˆme
argument qu’a` la fin de la de´monstration du lemme 2.9 cet e´le´ment est conjugue´
par des e´le´ments du type voulu a` rs′r . . .︸ ︷︷ ︸
k
. . . r−1s′−1r−1︸ ︷︷ ︸
k−1
et on a fini (remarquer que
rs′r . . . rs′r︸ ︷︷ ︸
2k−1
est dans BredW ).
Dans le cas (b), par 2.8 vt2v−1 est conjugue´ par des e´le´ments du type voulu
zs21z
−1 avec l(z) < l(v) a` w′
s′,rxu
2x−1(w′
s′,r)
−1, donc s′vtv−1s′−1 est conjugue´ par
les s′zs21z
−1s′−1 (auquel on peut appliquer l’hypothe`se de re´currence) a`ws′,rxu
2x−1w−1
s′,r.
Il reste a` voir que ce dernier e´le´ment est bien produit d’e´le´ments du type voulu.
Supposons que c’est r qui commute a` xux˜. On e´crit alors l’e´le´ment conside´re´
sous la forme yrxu2x−1r−1y−1. On peut appliquer l’hypothe`se de re´currence a`
rxu2x−1r−1 et on termine a` nouveau par re´currence. 
On peut alors terminer la de´monstration de la proposition. On sait que PW est
engendre´ par les ws2w−1 ou` ws ∈ BredW . Par re´currence sur la longueur de w on
voit en utilisant les deux lemmes que ws2w−1 s’exprime a` l’aide d’e´le´ments vt2v−1
pour des couples (v, t) tels que les e´le´ments vtv˜ soient dans BredW et aient des images
toutes distinctes dans W . 
Corollaire 2.11. (de 2.6) Si b et b′ sont des e´le´ments de BW , on a N(b) = N(b
′)
si et seulement si b−1b′ ∈ D(PW ).
De´monstration. Si deux e´le´ments ont meˆme image par N , ils ont meˆme image dans
W . Donc le quotient b−1b′ est dans PW et est dans le noyau de la restriction de
N a` PW qui est un homomorphisme. D’ou` l’implication directe. Re´ciproquement,
si b−1b′ ∈ D(PW ) alors en particulier b et b′ ont meˆme image w dans W . Si on
pose N(b) = (w,A) et N(b′) = (w,A′) on a 1 = N(b−1b′) = (1, A′ − A), donc
A = A′. 
Remarque 2.12. (i) La restriction via l’homomorphisme canonique de N au
mono¨ıde de tresses B+W est croissante (a` valeurs dans NT ) si l’on prend
comme relation d’ordre dans le mono¨ıde la relation de divisibilite´ a` gauche
et dans ZT la relation donne´e par le fait que les e´le´ments de NT sont plus
grands que 0.
(ii) L’image du mono¨ıde B+W par N est un sous-mono¨ıde de NT qui engendre
le groupe ZT . Question : de´terminer ce sous-mono¨ıde. Meˆme question pour
l’image des e´le´ments purs positifs.
6 FRANC¸OIS DIGNE
3. Pre´sentations de certains sous-groupes du groupe de tresses
Nous allons appliquer la me´thode de Reidemeister-Schreier pour donner une
pre´sentation de certains sous-groupes de BW et en particulier du groupe de tresses
pur. Soit I ⊂ S. Notons DI l’image re´ciproque de WI dans BW . Ce sous-groupe
contient le groupe de tresses pur et le sous-groupe parabolique BI de BW ou` on a
note´ I la partie de S dont l’image dans W est I. On dit qu’un e´le´ment w ∈ BredW
est I-re´duit si pour tout s ∈ I on a sw ∈ BredW . Ceci est e´quivaut a` dire que l’image
w de w dans W est I-re´duite, c’est-a`-dire est de longueur minimale dans sa classe
a` droite modulo WI . On a de meˆme une notion d’e´le´ments re´duits-I et d’e´le´ments
I-re´duits-J pour deux parties I et J de S. Commenc¸ons par ge´ne´raliser 2.7.
Proposition 3.1. Pour tout choix d’un ensemble de couples (w, s) ∈ BredW × S
tel que les e´le´ments wsw˜ ∈ BredW parcourent l’ensemble des releve´s des re´flexions
I-re´duites de W , les e´le´ments ws2w−1 et I engendrent DI .
De´monstration. Le groupe DI est engendre´ par I et PW , donc par I et un ensemble
de ws2w−1 comme dans 2.7. Il suffit de voir que l’on peut retirer de cet ensemble
les e´le´ments tels que wsw˜ ne soit pas I-re´duit. Par re´currence sur la longueur de
w, il suffit de voir que si wsw˜ n’est pas I-re´duit ws2w−1 s’e´crit comme produit
d’e´le´ments de I et d’e´le´ments analogues w′s′2w′−1 avec l(w′) < l(w) ou de leurs
inverses. Si wsw˜ n’est pas I-re´duit, il a une e´criture qui commence par s′ ∈ I et donc
par 2.10 s’e´crit s′vrv˜s′ avec r ∈ S ; par les lemmes 2.8 et 2.9 ws2w−1 est conjugue´
a` s′vr2v−1s′−1 par des e´le´ments de la forme ut2u−1 avec t ∈ S, l(u) < l(w) et
utu˜ ∈ BredW . Ceci donne le re´sultat. 
Cherchons maintenant une pre´sentation de DI . Pour cela nous appliquons la
me´thode de Reidemeister-Schreier. Un ensemble de repre´sentants du quotientDI\BW
est forme´ par les e´le´ments I-re´duits de BredW car DI\BW ≃ WI\W . On note [b] le
repre´sentant de la classe bDI . Les e´le´ments ws[ws]
−1 ou` w parcourt l’ensemble des
e´le´ments I-re´duits et ou` s parcourt S forment donc un ensemble ge´ne´rateur de DI .
Si ws est dans BredW et est I-re´duit le ge´ne´rateur obtenu vaut 1. Si ws est dans B
red
W
mais non I-re´duit, cela signifie qu’il existe t ∈ I et v ∈ BredW tel que ws = tv. Alors
v est I-re´duit et est e´gal a` [ws]. Le ge´ne´rateur obtenu est t (ceci inclut le cas ou`
w = 1, donc t parcourt tout I). Si ws n’est pas dans BredW alors w = vs, l’e´le´ment
v est I-re´duit-{s} et est e´gal a` [ws] car ws = vs2 = (vs2v−1)v. Le ge´ne´rateur
obtenu est vs2v−1. On obtient donc que DI est engendre´ par I et par les e´le´ments
ws2w−1 ou` s est dans S et ws ∈ BredW est I-re´duit.
De´finition 3.2. Pour w ∈ BredW et s ∈ S tels que ws ∈ B
red
W soit I-re´duit, on pose
aw,s = ws
2w−1.
La me´thode de Reidemeister-Schreier dit que pour chaque repre´sentant de BW /DI
dans l’ensemble choisi et pour chaque relation de tresses entre deux e´le´ments de S
on obtient une relation entre les ge´ne´rateurs de DI par le proce´de´ de re´e´criture et
que les relations obtenues forment un ensemble complet de relations.
Autrement dit pour chaque repre´sentant b, c’est-a`-dire chaque e´le´ment I-re´duit
de BredW , et chaque paire (s, t), telle que ms,t soit fini, d’e´le´ments de S, nous devons
re´e´crire la relation
b st . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t
= b ts . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t
. (∗)
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Rappelons le proce´de´ de re´e´criture : a` chaque e´le´ment I-re´duit b ∈ BredW et chaque
e´le´ment s ∈ S est associe´ un ge´ne´rateur bs[bs]−1 de DI . Le proce´de´ de re´e´criture
consiste a` remplacer le produit bs par (bs[bs]−1)[bs], ce qui permet de proche en
proche d’e´crire tout e´le´ment de BW comme produit de ge´ne´rateurs de DI et d’un
repre´sentant de BW /DI .
En appliquant cette re´e´criture aux deux membres de (∗) on obtient une relation
entre les ge´ne´rateurs de DI et quand b, s et t varient on obtient un ensemble
complet de relations.
Pour faire le calcul nous utilisons la notation suivante :
Notation 3.3. Un produit de i ≤ ms,t facteurs alternativement s et t sera note´
< s, t; i >.
Pour alle´ger les notations nous e´crirons m pour ms,t. Quitte a` e´changer s et t,
on peut e´crire b = b0.< s, t; i > avec 0 ≤ i ≤ m et i maximal, c’est-a`-dire que b0
est re´duit-{s, t}. Pour 0 ≤ j < m, nous e´crirons a
(j)
s,t a` la place de ab0<s,t;j>,r ou`
r vaut s si j est pair et t sinon (c’est-a`-dire, sauf dans le cas j = m− 1, que r est
celui des deux ge´ne´rateurs s ou t qui divise a` droite < s, t; j + 1 > dans le mono¨ıde
B+W ).
Nous allons subdiviser le calcul en plusieurs cas suivant la valeur de i et les
proprie´te´s de b0.
Cas 1) : Cas ou` i = 0.
Cas 2) : On a i ≥ 1 et b0t est I-re´duit (par hypothe`se b0s est I-re´duit, puisque
i ≥ 1).
Cas 3) : On a i ≥ 1 et b0t = s
′b0 avec s
′ ∈ I (et b0s est I-re´duit).
Pour appliquer le proce´de´ de re´e´criture dans les trois cas ci-dessus, nous aurons
besoin des deux lemmes suivants dont le premier est bien connu. Dans ces deux
lemmes on conside`re deux e´le´ments s et t de S tels que ms,t est fini.
Lemme 3.4. Si b ∈ BredW est tel que bs et bt sont dans B
red
W alors bw{s,t} ∈ B
red
W .
Lemme 3.5. Si b ∈ BredW est un e´le´ment re´duit-{s, t} et si bs et bt sont I-re´duits
alors bw{s,t} est I-re´duit.
De´monstration. Si bw{s,t} n’est pas I-re´duit, notons i le plus petit indice tel que
b.< s, t; i > ne soit pas I-re´duit. On a i > 1 et il existe un e´le´ment s′ ∈ I tel
que b.< s, t; i > = s′b.< s, t; i− 1 >. Cette e´galite´ implique que b.< s, t; i > est
divisible a` droite a` la fois par s et t (car i−1 > 0), donc est divisible parw{s,t}, ce qui
implique i = ms,t car b est re´duit-{s, t}. On peut alors simplifier par < s, t; i− 1 >
et l’on obtient que s′b est e´gal a` bs ou bt (selon la parite´ de i), ce qui est contraire
a` l’hypothe`se. 
Cas 1) : Si i = 0, si b0s et b0t sont tous deux I-re´duits, la relation obtenue
est triviale 1 = 1. Si b0s = s
′b0 avec s
′ ∈ I et si b0t est I-re´duit on obtient la
relation triviale s′ = s′. Si b0s = s
′b0 et b0t = t
′b0 avec s
′ et t′ dans I, on obtient
la relation de tresses entre s′ et t′ (remarquer que ms,t = ms′,t′ dans ce cas). Ce
dernier cas nous donne toutes les relations de tresses entre e´le´ments de I car il
contient en particulier le cas ou` b0 = 1.
Cas 2) : Si b0t est I-re´duit (et i ≥ 1). Dans un des deux membres de (∗), le
produit de b0< s, t; i > par le premier facteur s ou t est dans B
red
W . Le proce´de´
de re´e´criture est alors trivial jusqu’a` arriver au produit b0w{s,t}. La re´e´criture du
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produit suivant qui consiste a` multiplier b0w{s,t} par s ou t suivant la parite´ donne
a
(m−1)
t,s b0< t, s;m− 1 >. On continue de proche en proche pour obtenir le premier
membre sous la forme
a
(m−1)
t,s a
(m−2)
t,s . . . a
(m−i)
t,s b0< t, s;m− i >.
Dans l’autre membre le meˆme type de calcul donne
a
(i−1)
s,t a
(i−2)
s,t . . . a
(0)
s,tb0< t, s;m− i >.
La relation obtenue est donc
a
(m−1)
t,s a
(m−2)
t,s . . . a
(m−i)
t,s = a
(i−1)
s,t a
(i−2)
s,t . . . a
(0)
s,t .
Cas 3) : Dans un des deux membres, comme dans le cas pre´ce´dent, le proce´de´ de
re´e´criture est trivial jusqu’a` arriver au produit b0w{s,t} = s
′b0< s, t;m− 1 >. La
re´e´criture des produits suivants se passe comme dans le cas pre´ce´dent et on obtient
s′a
(m−2)
s,t a
(m−3)
s,t . . . a
(m−i−1)
s,t b0< s, t;m− i − 1 >.
Dans l’autre membre la re´e´criture des premiers produits se passe comme dans le
premier cas, jusqu’a` arriver a` re´e´crire le produit b0t qui donne s
′b0. Les re´e´critures
suivantes sont triviales et on trouve
a
(i−1)
s,t a
(i−2)
s,t . . . a
(0)
s,ts
′b0< s, t;m− i− 1 >.
La relation obtenue est donc
s′a
(m−2)
s,t a
(m−3)
s,t . . . a
(m−i−1)
s,t = a
(i−1)
s,t a
(i−2)
s,t . . . a
(0)
s,ts
′.
Pour pouvoir re´sumer les conside´rations pre´ce´dentes dans un e´nonce´ nous aurons
besoin de faire varier b0 dans ce qui pre´ce`de : nous noterons a
(i)
b0,s,t
au lieu de a
(i)
s,t,
c’est-a`-dire a
(i)
b0,s,t
= ab0 st...︸︷︷︸
i
,r, avec la notation 3.2, ou` r vaut s ou t suivant que i
est pair ou impair.
Proposition 3.6. Le groupe DI admet une pre´sentation ou` les ge´ne´rateurs sont
les e´le´ments de I et les ab,s, ou` s ∈ S et bs ∈ BredW est I-re´duit, et ou` les relations
sont les relations de tresses entre e´le´ments de I et les relations
a
(m−1)
b0,s,t
a
(m−2)
b0,s,t
. . . a
(m−i)
b0,s,t
= a
(i−1)
b0,t,s
a
(i−2)
b0,t,s
. . . a
(0)
b0,t,s
pour i = 1, . . . ,m (1)
s′a
(m−2)
b0,s,t
a
(m−3)
b0,s,t
. . . a
(m−i−1)
b0,s,t
= a
(i−1)
b0,s,t
a
(i−2)
b0,s,t
. . . a
(0)
b0,s,t
s′ pour i = 1, . . . ,m− 1, (2)
ou` (s, t) est un couple arbitraire d’e´le´ments de S tel que m = ms,t est fini, ou`
dans (1) b0 ∈ BredW de´crit l’ensemble des e´le´ments re´duits-{s, t} tels que b0s et b0t
soient I-re´duits et dans (2) b0 ∈ BredW de´crit l’ensemble des e´le´ments re´duits-{s, t}
tels que b0s soit I-re´duit et que b0t = s
′b0 avec s
′ ∈ I.
Donnons le cas particulier du groupe de tresses pur :
Corollaire 3.7. Le groupe PW a une pre´sentation ou` les ge´ne´rateurs sont les ab,s
ou` s ∈ S et bs ∈ BredW et ou` les relations sont, avec les notations de la proposition,
a
(m−1)
b0,s,t
a
(m−2)
b0,s,t
. . . a
(m−i)
b0,s,t
= a
(i−1)
b0,t,s
a
(i−2)
b0,t,s
. . . a
(0)
b0,t,s
,
pour chaque couple (s, t) d’e´le´ments de S tel quems,t est fini, pour chaque b0 ∈ B
red
W
re´duit-{s, t} et chaque i variant de 1 a` m− 1, ou` l’on a pose´ m = ms,t.
De´monstration. Il suffit d’appliquer ce qui pre´ce`de dans le cas ou` I est vide. 
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Corollaire 3.8. (i) Le groupe BI est isomorphe au groupe de tresses BWI .
(ii) Si UI est le sous-groupe normal de DI engendre´ par les e´le´ments ab,s
comme dans 3.6 alors DI = UI ⋊BI.
De´monstration. On peut de´finir un homomorphisme h : DI → BWI qui envoie
les e´le´ments de I sur les ge´ne´rateurs correspondant de BWI et ab,s sur 1 car c’est
compatible avec les relations dansDI . L’homomorphisme h est e´videmment surjectif
et son noyau contient UI. D’autre part il existe aussi un homomorphisme j : BWI →
BI qui envoie les ge´ne´rateurs de BWI sur les e´le´ments de I. On a h◦j = Id et comme
j est clairement surjectif on obtient (i). Ceci montre aussi que BI ne rencontre pas
le noyau de h. Comme de plus BI et UI engendrent DI et que UI est normal et
inclus dans le noyau de h on a (ii). 
Remarque 3.9. Si W est fini l’ensemble des re´flexions images des e´le´ments wsw˜
ou` ws est I-re´duit est exactement l’ensemble des re´flexions qui ne sont pas dans
WI c’est-a`-dire N(wIwS). En effet si ws est I-re´duit, il existe une e´criture re´duite
de wIwS qui commence par ws, donc la re´flexion wsw
−1 est bien dans N(wIwS).
Re´ciproquement toute e´le´ment de N(wIwS) s’e´crit wsw
−1 ou` w est re´duit-s et ou`
ws est le de´but d’une e´criture re´duite de wIwS ; en particulier ws est I-re´duit. Ce
re´sultat n’est pas vrai pour un groupe de Coxeter quelconque comme le montre
l’exemple suivant dans A˜2, ou` on note S = {r, s, t}. On prend I = {r, s}. La
re´flexion srtrs n’est pas dans WI , mais elle ne s’e´crit pas ws
′w−1 avec pour ws′ un
e´le´ment I-re´duit. En effet dans ce cas on aurait rsws′ = trsw avec des longueurs
qui s’ajoutent, ce qui implique que cet e´le´ment est divisible par rs et par t. Ceci est
impossible car N(w) contiendrait alors rsr et t et donc aussi toutes les re´flexions
du groupe die´dral infini engendre´ par ces deux e´le´ments.
Corollaire 3.10. Conside´rons une suite de parties de S emboˆıte´es ∅ = I0 ( I1 (
I2 . . . ( In = S et notons Uj le groupe UI de 3.8 quand le groupe ambient est BIj
et que I = Ij−1 ; on a PW = Un ⋊ (Un−1 ⋊ (· · ·⋊ (U2 ⋊ U1) . . .)).
De´monstration. Comme Un ⊂ PW , le corollaire 3.8 applique´ avec I = In−1 implique
que PW = Un ⋊ PWIn−1 . On obtient le re´sultat par re´currence a` partir de cette
e´galite´. 
4. Application aux groupes de type fini
Nous allons pre´ciser la pre´sentation pre´ce´dente quand W est fini en utilisant
3.10 pour obtenir une pre´sentation meilleure que dans 3.7 du groupe de tresses pur.
Nous e´tudions d’abord la question de savoir si UI est engendre´ par les ab,s (sans
qu’il soit besoin de prendre la cloˆture normale). Il en est ainsi si dans les relations
de type (2) de 3.6 on peut obtenir toutes les conjugaisons des e´le´ments ab,s par les
e´le´ments s′ ∈ I. Le lemme suivant, valable sans hypothe`se de finitude de W , pre´cise
quelles conjugaisons on peut obtenir.
Lemme 4.1. Soit s′ ∈ I et soient b ∈ BredW et s ∈ S tels que bs soit re´duit et
I-re´duit ; on a une relation du type (2) dans 3.6 faisant intervenir s′ et ab,s si et
seulement si b−1s′b ∈ B{s,t} pour un certain t tel que ms,t soit fini.
De´monstration. Si on a une relation de type (2), on a vu que b s’e´crit b0< s, t; i >
ou` b0s est I-re´duit, b0t = s
′b0 etms,t est fini. Alors b
−1s′b = (< s, t; i >)−1t< s, t; i > ∈
B{s,t}. Re´ciproquement si b
−1s′b ∈ B{s,t}, e´crivons b = b0< s, t; i > avec b0
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re´duit-{s, t}. Alors b−10 s
′b0 ∈ B{s,t}, i.e., s
′b0 = b0x avec x ∈ B{s,t}. Or s
′b0 est
dans BredW car b est I-re´duit. On en de´duit, par exemple en prenant les images dans
W , que x est dans B+{s,t} et est de longueur 1. Comme x n’est pas e´gal a` s car bs
est I-re´duit, donc aussi b0s, on a x = t c’est-a`-dire s
′b0 = b0t. La conjugaison de
l’e´le´ment ab,s par s
′ apparaˆıt donc bien dans les relations (2) de 3.6. 
Remarquons que dans l’e´nonce´ pre´ce´dent b−1s′b ne peut valoir ni 1 ni s, donc
qu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur t.
Nous allons utiliser le lemme pre´ce´dent pour obtenir un re´sultat sur UI quand
W est de type An, Bn ou I2(m). Rappelons que quand W est fini, pour tout I
l’e´le´ment bI = w−1
I
wS ∈ BredW est le plus grand e´le´ment I-re´duit de B
red
W (au sens
que tout e´le´ment I-re´duit en est un diviseur a` gauche).
Proposition 4.2. Supposons W fini et soit I tel que le plus grand e´le´ment I-re´duit
bI de BredW ait une seule e´criture comme produit de ge´ne´rateurs dans B
+
W . Alors
(i) Il n’y a pas de relation de type 3.6, (1) dans DI .
(ii) le groupe UI est engendre´ par les ab,s.
De´monstration. Comme tout e´le´ment I-re´duit divise bI et que celui-ci n’a qu’une
e´criture dans B+W , on ne peut pas avoir bs et bt tous deux I-re´duits, donc le cas
(1) de 3.6 ne se produit pas, d’ou` (i).
On note s1 le seul e´le´ment de S qui divise b
I dans B+W . Soit s
′ ∈ I ; on a
s′bI = bIr pour un certain r ∈ S car wI (resp. wS) conjugue I (resp. S) sur
lui-meˆme. Donc s′bI est divisible a` gauche par s′ et s1, donc par w{s′,s1}. Donc
bI = w
(m
s1,s
′−1)
s1,s′
b1 et, apre`s simplification par w
(m
s1,s
′−1)
s1,s′
, l’e´galite´ s′bI = bIr
devient s′2b1 = b1r ∈ B
red
W , ou` s
′
2 vaut s
′ ou s1. Le meˆme argument ite´re´ montre
finalement que bI est de la forme bI =
∏i=k
i=1 w
(m
si,s
′
i
−1)
si,s
′
i
avec s′1 = s
′ et ou` s′i+1 vaut
s′i ou si, pre´cise´ment s
′
iw{si,s′i} = w{si,s′i}s
′
i+1. L’e´criture b
I =
∏i=k
i=1 w
(m
si,s
′
i
−1)
si,s
′
i
e´tant une e´criture dans BredW fournit l’e´criture unique de b
I.
Soient alors b ∈ BredW et s ∈ S tels que bs soit I-re´duit. L’e´le´ment bs divise
bI donc est e´gal a`
[∏i=h−1
i=1 w
(m
si,s
′
i
−1)
si,s
′
i
]
w
(j)
sh,s
′
h
, pour un certain h et un certain
j < msh,sh′ , avec s
′ = s′1 et s e´gal au dernier terme de w
(j)
sh,s
′
h
. Ceci montre que
s′b =
[∏i=h−1
i=1 w
(m
si,s
′
i
−1)
si,s
′
i
]
s′hw
(j−1)
sh,s
′
h
, donc b−1s′b = (w
(j−1)
sh,s
′
h
)−1s′hw
(j−1)
sh,s
′
h
est dans
un groupe de la forme B{s,t} avec ms,t fini et on peut appliquer le lemme 4.1 ;
donc par les relations de type (2) dans 3.6 le conjugue´ de ab,s par s
′ est un produit
d’e´le´ments de la meˆme forme. Le groupe engendre´ par les ab,s est donc normal,
donc e´gal a` UI. 
Les cas ou` la proposition pre´ce´dente s’applique sont exactement les cas An et
Bn avec I = {s1, s2 . . . , sn−1} (la double liaison e´tant entre s1 et s2 pour Bn) et
I2(m) ou` I est l’un des deux ge´ne´rateurs.
Nous donnons maintenant cas par cas, quand W est de type An, Bn, Dn ou
I2(m), des pre´sentations deDI permettant par re´currence d’obtenir une pre´sentation
du groupe de tresses pur.
Commenc¸ons par rappeler le cas An qui est bien connu.
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4.1. Type An. Le diagramme de Coxeter est
s1
• · · ·
sn−1
•
sn
•.
On prend I = {s1, . . . , sn−1}. Alors bI = snsn−1 . . . s1. Les ab,s sont donc les
ai = (
sn...si+1si)
2 pour i = 1, . . . , n. Les relations dans DI sont donc les relations
de tresses dans I et 

sjais
−1
j = ai si i 6= j, j + 1
siais
−1
i = ai+1
siaiai+1s
−1
i = aiai+1
4.2. Type Bn. Le diagramme de Coxeter est
s1
•
s2
• · · ·
sn
•.
On prend I = {s1, . . . , sn−1}. Alors b
I = snsn−1 . . . s1s2 . . . sn. Les ab,s sont donc les
ai = (
sn...si+1si)
2 pour i = 1, . . . , n et les bi = (
sn...s1s2...si−1si)
2 pour i = 2, . . . , n.
Les relations dans DI sont donc les relations de tresses dans I et

sjais
−1
j = ai si i 6= j, j + 1
siais
−1
i = ai+1 pour i 6= 1
siaiai+1s
−1
i = aiai+1 pour i 6= 1
sjbis
−1
j = bi si i 6= j, j + 1 et i ≥ 2
sibi+1s
−1
i = bi pour i 6= 1
sibi+1bis
−1
i = bi+1bi pour i 6= 1
s1b2s
−1
1 = a2
s1b2a1s
−1
1 = a1a2
s1b2a1a2s
−1
1 = b2a1a2
4.3. Type I2(m). On note s et t les deux ge´ne´rateurs et on prend I = {s}. On a
bI = < s, t;m− 1 > et les ab,s sont les ai = (<s,t;i−1>r)2 ou` r vaut s ou t selon la
parite´ de i et i = 1, . . . ,m − 1. La proposition 3.6 donne des relations de type (2)
avec b0 = 1 et s
′ = s. On obtient donc comme uniques relations
sam−1am−2 . . . am−is
−1 = ai . . . a2a1, pour i = 1, . . . ,m− 1.
4.4. Type Dn. Le diagramme de Coxeter est
s2
•
•s2′
s3
•
s4
• · · ·
sn
•.
On suppose n ≥ 2. On note les ge´ne´rateurs s2, s2′ , s3, . . . , sn et on prend I = S−{sn}
si n ≥ 3 et I = ∅ si n = 2. On a bI = snsn−1 . . . s3s2s2′s3 . . . sn. Si n ≥ 3 cet e´le´ment
a exactement deux e´critures dans B+W , on passe de l’une a` l’autre en e´changeant s2 et
s2′ . Les e´le´ments ab,s sont donc les ai = (
sn...si+1si)
2 pour i = 2, 2′, 3, . . . , n, avec la
convention que i+1 vaut 3 si i = 2′, les bi = (
sn...s3s2s2′s3...si−1si)
2 pour i = 3, . . . , n,
ainsi que les deux e´le´ments asn...s3s2′ ,s2 et asn...s3s2,s2′ , qui sont clairement e´gaux
respectivement a` a2 et a2′ .
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Appliquons la proposition 3.6. Il y a des relations de type (1), les seuls triplets
(b0, s, t) possibles e´tant (sn . . . s4s3, s2, s2′) et (sn . . . s4s3, s2′ , s2), ce qui donne les
relations d’e´galite´ remarque´es ci-dessus et la relation a2a2′ = a2′a2.
Les relations de type (2) obtenues sont les suivantes, ou` i et j parcourent
{2, 2′, 3, . . . , n} et ou` l’on fait encore la convention que i+ 1 vaut 3 si i = 2′ :

sjais
−1
j = ai si i 6= j, j + 1 et {i, j} 6= {2, 2
′}
siais
−1
i = ai+1
siaiai+1s
−1
i = aiai+1
sjbis
−1
j = bi si i 6= j, j + 1 et i ≥ 3
sibi+1s
−1
i = bi pour i ≥ 3
sibi+1bis
−1
i = bi+1bi pour i ≥ 3
s2b3s
−1
2 = a2′
s2b3a2′s
−1
2 = b3a2′
ainsi que les relations obtenues a` partir des deux dernie`res lignes en e´changeant a2
et a2′ et en meˆme temps s2 et s2′ .
Le groupe DI a donc une pre´sentation ou` les ge´ne´rateurs sont I, les ai et les bi
avec comme relations les relations de tresse dans I la relation a2a2′ = a2′a2 et les
relations ci-dessus. Les hypothe`ses de la proposition 4.2 ne sont pas vraies pour le
typeDn. Ne´anmoins la proprie´te´ (ii) de la proposition est vraie, d’apre`s les relations
ci-dessus : le groupe UI est engendre´ par les ab,s.
Donnons un renseignement de plus sur UI :
Proposition 4.3. Dans les cas An, Bn et I2(m), avec I comme ci-dessus, le groupe
UI est le groupe libre engendre´ par les ab,s ou` bs est I-re´duit.
De´monstration. Dans le cas An c’est un re´sultat connu et dans le cas I2(m) c’est
imme´diat a` partir de la pre´sentation donne´e ci-dessus. E´tudions le cas Bn. La
me´thode que nous employons peut d’ailleurs eˆtre applique´e aussi a` An. On com-
mence par changer d’ensemble de ge´ne´rateurs en posant xi = bnbn−1 . . . b2a1a2 . . . ai
pour i = 1, . . . , n et yi = bnbn−1 . . . bi+1 pour i = 1, . . . , n − 1. Le groupe UI est
engendre´ par les xi et les yi et DI a une pre´sentation avec comme ge´ne´rateurs les
xi (avec i = 1, . . . , n), les yi (avec i = 1, . . . , n− 1) et les si (avec i = 1, . . . , n− 1)
et comme relations les relations de tresse entre les si et les relations de type (1) qui
s’e´crivent 

sjxis
−1
j = xi si i 6= j
sjyis
−1
j = yi si i 6= j
sixis
−1
i = xi−1x
−1
i xi+1 pour i 6= 1
siyis
−1
i = yi+1y
−1
i yi−1 pour i 6= 1
s1x1s
−1
1 = y2y
−1
1 x2
s1y1s
−1
1 = y2x
−1
1 x2
Pour montrer que UI est le groupe libre engendre´ par les ai et les bi ou, ce qui
revient au meˆme, par les xi et les yi il suffit de montrer que les formules ci-dessus
de´finissent bien une action de BI sur un groupe libre. Plus pre´cise´ment il suffit
de montrer que si F est le groupe libre engendre´ par {ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn−1}, les
formules ci-dessus avec xi remplace´ par ξi et yi remplace´ par ηi de´finissent une
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action de BI sur F . Le groupe F ⋊BI aura alors la meˆme pre´sentation que DI donc
lui sera isomorphe, l’isomorphisme envoyant F sur UI.
L’action d’un sj fixe´ donne´e par les formules ci-dessus est bien un automorphisme
de F . Il suffit donc de voir que ces automorphismes ve´rifient les relations de tresses.
Les relations de commutation entre les actions de sj et sk quand |j − k| > 1 sont
claires. Pour voir les autres relations de tresses nous utilisons le lemme suivant qui
re´sulte d’un simple calcul.
Lemme 4.4. Soient s et t deux automorphismes d’un groupe libre G engendre´ par
quatre e´le´ments w, x, y et z. On suppose que
(i) s agit trivialement sur x, w et z et envoie y sur xy−1z.
(ii) t agit trivialement sur y, w et z et envoie x sur wx−1y
Alors s ◦ t ◦ s = t ◦ s ◦ t.
En appliquant une fois le lemme avec s = sj et t = sj+1, agissant sur le groupe
libre engendre´ par w = ηj+2, x = ηj+1, y = ηj et z = ηj−1 avec j ≥ 2, et une
deuxie`me fois avec les meˆmes e´le´ments agissant sur le groupe libre engendre´ par
w = ξj−1, x = ξj , y = ξj+1 et z = ξj+2, on voit que les actions de sj et de sj+1
ve´rifient la relation de tresses. Il reste a` voir la relation entre s1 et s2. On ve´rifie que
le compose´ des automorphismes s1◦s2◦s1◦s2 comme le compose´ s2◦s1◦s2◦s1 envoie
ξ1 sur η3η
−1
1 ξ3 (resp. ξ2 sur η3η
−1
2 ξ3, resp. η1 sur η3ξ
−1
1 ξ3, resp. η2 sur η3ξ
−1
2 ξ3). 
Remarque 4.5. Dans le casDn avec I comme ci-dessus, le groupe UI n’est e´videmment
pas libre a` cause de la relation a2a2′ = a2′a2, mais ce n’est pas non plus le groupe
engendre´ par les ab,s avec cette seule relation. Par exemple les e´le´ments a
−1
2′ b3a2′
et a3 commutent aussi (ce sont les images de a2′ et a2 par la conjugaison par s2).
Terminons cette section par une proprie´te´ du de´vissage 3.10 du groupe de tresses
pur dans les cas An, Bn et Dn. Si on prend I comme ci-dessus, le groupe BI est
un groupe de meˆme type, de rang n − 1 (sauf si i = 2 dans le cas Dn) et on peut
de´finir une suite de parties de S emboˆıte´es I0 = ∅ ⊂ I1 . . . ⊂ In−1 ⊂ In = S ou`
|Ii| = i sauf si i = 1 pour le type Dn auquel cas I1 = I0 = ∅. Notons comme dans
3.10 Uj le groupe UI quand le groupe ambient est BIj et I = Ij−1.
Proposition 4.6. Avec les notations ci-dessus, pour i ≥ 2, la conjugaison par si
est un isomorphisme de Ui−1 sur un sous-groupe de Ui en tant que groupes munis
d’une action de BIi−2 .
De´monstration. D’apre`s les formules donnant les ge´ne´rateurs de Ui−1, la conjugai-
son envoie bien Ui−1 dans Ui. Comme si centralise BIi−2 , on obtient le re´sultat. 
5. Plongement du groupe de type Bn dans le groupe de type An
Dans cette section nous montrons que les actions des groupes de tresses de type
A ou B sur un groupe libre de´finie pre´ce´demment sont fide`les et nous en de´duisons
un plongement du groupe de type Bn dans le groupe de type An.
Proposition 5.1. Les actions des groupes de tresses de type A ou B sur des groupes
libres de´finies plus haut sont fide`les.
De´monstration. Ce re´sultat est connu pour le type A. Nous le de´montrons pour le
type B. La de´monstration pour le type A est analogue. Remarquons d’abord que
l’action du groupe de tresses de type Bn−1 sur le groupe libre a` 2n− 1 ge´ne´rateurs
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que nous avons de´finie induit sur l’abe´lianise´ du groupe libre l’action de permutation
du groupe de Coxeter de type Bn−1 vu comme groupe de permutations de 2n− 2
e´le´ments qui sont ici les images dans l’abe´lianise´ de a2, . . . , an et de b2, . . . , bn. Un
e´le´ment du groupe de tresses qui agit trivialement sur le groupe libre est donc dans
le groupe de tresses pur Pn−1 de type Bn−1. Nous avons de´compose´ le groupe de
tresses pur Pn en produit semi-direct Un⋊Pn−1, ou` Un est le groupe libre engendre´
par a1, . . . , an et b2, . . . , bn. Chercher le noyau de l’action revient donc a` chercher
les e´le´ments de Pn−1 qui commutent a` Un dans Pn.
Conside´rons un e´le´ment b 6= 1 de Pn−1 qui agit trivialement sur Un et soit i
le plus petit indice tel que b soit dans Pi. D’apre`s 4.6 en utilisant la conjugaison
par snsn−1 . . . si+2, on voit que b commute a` Ui+1, autrement dit on est ramene´ a`
i = n− 1.
L’e´le´ment b s’e´crit de fac¸on unique bn−1bn−2 . . .b0 avec bj ∈ Uj pour tout j et
bn−1 6= 1. Comme b commute a` Un, il commute en particulier a` an Comme tout
e´le´ment de BIj commute a` an = s
2
n pour j = 1, . . . , n−2 on voit que b comute a` an
si et seulement si bn−1 commute a` an. Conjuguons par sn, on obtient un e´le´ment
snbn−1 ∈ Un qui commute a` an. Or Un est un groupe libre dont an est un des
ge´ne´rateurs. Donc snbn−1 est une puissance de an = s
2
n. Ceci implique que bn−1
est une puissance de an, ce qui est impossible puisque bn−1 6∈ Un. 
Conside´rons un groupe de tresses de type An de ge´ne´rateurs s1, . . . , sn et un
groupe de tresses de type Bn de ge´ne´rateurs s
′
1, . . . , s
′
n. On a s
2
1s2s
2
1s2 = s2s
2
1s2s
2
1,
donc il existe un homomorphisme ϕ du groupe de tresses de type Bn dans le groupe
de tresses de type An qui envoie s
′
1 sur s
2
1 et s
′
i sur si pour i ≥ 2. Notre but est de
de´montrer le re´sultat suivant.
The´ore`me 5.2. L’homomorphisme ϕ est injectif.
Le the´ore`me re´sulte de la proposition suivante.
Proposition 5.3. Conside´rons un groupe libre F a` n+1 ge´ne´rateurs a1, . . . , an+1,
muni de l’action du groupe de tresses de type An de´finie plus haut et un groupe
libre F ′ a` 2n+ 1 ge´ne´rateurs a′1, . . . a
′
n+1, b2 . . . bn+1 muni de l’action du groupe de
tresses de type Bn ; alors
(i) L’homomorphisme ψ de F ′ dans F de´fini par

ψ(a′1) = a
2
1,
ψ(a′i) = ai, pouri=2. . . n+1
ψ(bi) = a1a2 . . . aia
−1
i−1 . . . a
−1
2 a
−1
1 pour i = 2 . . . n+ 1
est injectif.
(ii) L’image ψ(F ′) est un sous-groupe normal d’indice 2 de F .
(iii) L’action du groupe de tresses de type Bn sur F a` travers ϕ stabilise ψ(F
′)
et ψ est un morphisme de groupes munis de l’action du groupe de tresses
de type Bn.
Le the´ore`me se de´duit imme´diatement de la proposition car par (iii) et (i) un
e´le´ment de kerϕ agit trivialement sur F ′ et l’action sur F ′ est fide`le par 5.1.
De´monstration de 5.3. Le (iii) re´sulte du calcul. Pour prouver (i) et (ii) nous chan-
geons de ge´ne´rateurs dans F . On pose xi = a1 . . . ai. Le groupe F est aussi le groupe
GROUPES DE TRESSES PURS 15
libre engendre´ par x1, . . . , xn+1. On a

ψ(a′1) = x
2
1,
ψ(a′i) = x
−1
i−1xi, pour i = 2 . . . n+ 1
ψ(bi) = xix
−1
i−1 pouri=2. . . n+1.
Donc ψ(F ′) contient tous les produits xixj , x
−1
i xj et xix
−1
j avec i, j ∈ {1, . . . , n+1}.
C’est donc le sous-groupe de F forme´ des e´le´ments de longueur paire en les xi et leurs
inverses. Ce sous-groupe est d’indice 2 dans F . Pour montrer (i) nous appliquons
la me´thode de Reidemeister-Schreier pour obtenir une pre´sentation de ψ(F ′). Un
ensemble de repre´sentants des classes est forme´ de {1, x1}. On obtient le syste`me de
ge´ne´rateurs fourni par la me´thode en multipliant xi et x1xi par les inverses de leurs
repre´sentants respectifs qui sont x1 et 1. On obtient donc xix
−1
1 pour i = 2, . . . , n+1
et x1xi pour i = 1, . . . , n+ 1. La me´thode dit qu’il n’y a aucune relation entre ces
ge´ne´rateurs. Donc ψ(F ′) est le groupe libre engendre´ par ces e´le´ments, donc aussi
le groupe libre engendre´ par x21, les x
−1
i−1xi et les xix
−1
i−1 pour i = 2 . . . n+ 1, car le
passage d’un syste`me de ge´ne´rateurs a` l’autre est inversible.
Comme ψ(F ′) est libre engendre´ par les images (distinctes) des ge´ne´rateurs de
F ′ l’homomorphisme ψ est injectif. 
Remarque 5.4. On peut aussi de´montrer ce re´sultat topologiquement en interpre´tant
le groupe de tresses de type Bn comme une partie des tresses classiques a` n + 1
brins. Nous avons voulu en donner une preuve purement combinatoire.
6. Une extension du groupe de Coxeter
Conside´rons le groupe quotient BW /D(PW ). D’apre`s 2.6 on a une suite exacte
1→ PW /D(PW ) ≃ (2Z)
T → BW /D(PW )→W → 1.
Le groupeW agit naturellement sur (2Z)T et se rele`ve canoniquement en BredW dans
BW donc aussi dans BW /D(PW ). L’extension donne´e par la suite exacte ci-dessus
est donc associe´e a` un cocycle que nous allons calculer. On sait que l’isomorphisme
PW /D(PW ) ≃ (2Z)T est compatible a` l’action de BW sur (2Z)T (via W ). Soient v
et w les rele`vements dans BredW de deux e´le´ments v et w deW ; nous les conside´rons
comme des e´le´ments de BW /D(PW ) ; si a et b sont dans (2Z)
T ⊂ BW /D(PW ),
dans BW /D(PW ) on a avbw = a
vbvw = avb(vwvw−1)vw ou` vw est le releve´ dans
BredW de vw. L’e´le´ment (vwvw
−1) est dans PW /D(PW ) et, vu comme e´le´ment de
(2Z)T , est e´gal a` N(vwvw−1). De plus on a N(vwvw−1) = N(vw)−N(vw). Donc
le cocycle qui de´finit l’extension est (v, w) 7→ N(vw)−N(vw) = N(v) + vN(w)−
N(vw).
Proposition 6.1. L’extension BW /D(PW ) de W par (2Z)
T n’est pas un produit
semi-direct.
De´monstration. Il faut montrer que le cocycle n’est pas e´quivalent au cocycle trivial.
Ceci e´quivaut a` montrer qu’il n’existe pas d’application α : W → (2Z)T telle que
N(v) + vN(w) − N(vw) = α(v) + vα(w) − α(vw). Si α existe, posons f(w) =
N(w)−α(w). On a f(vw) = f(v)+ vf(w) pour tous v et w dans W . Ceci implique
f(1) = 0 et vf(v) = −f(v) pour tout v d’ordre 2. En particulier pour v = s ∈ S.
Donc le coefficient de f(s) sur s est nul, ce qui implique que le coefficient de α(s)
sur s est e´gal a` celui de N(s), c’est-a`-dire 1. Ceci est contradictoire avec le fait que
tous les coefficients de α sont pairs. 
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